5. cviceni - reSeni

Piiklad 1 (a) 22y + 23 + y3 + 2y = 1, [0, yo] = [1,0]

Implicitni funkce: Anulujme zadanou rovnici. Dostaneme: 2z%y + 22 432 + 2y — 1 = 0.
Zadefinujme funkci F(z,y) = 224y + 23 + y3 + 2y — 1. Nyni ovéime predpoklady véty 22. K
ovéfeni podminky (i) spoc¢téme parcialni derivace.

Fy(z,y) = 82% + 32 +y
/ o 4 2
Z¥ejmé tedy F € C1(R?), neb m4a viechny parcidlni derivace spojité.
Dosazenim snadno ovéfime, ze F(zo,yo) = 0. Zbyva tedy ovéfit podminku (u7). Plati
F (20, 90) = F,(1,0) =2-1"4+3-0°+1 =3 #0.

Podle véty 22 tedy existuje oteviené okoli U C R bodu 1 a V C R bodu 0 takové, ze
pro kazdé x € U existuje pravé jedno y = ¢(z) € V t.z. F(z,¢(x)) = 0. Specidlné plati, ze
(1) = 0, neb bod [z, yo| spliwje, ze F(x,y) = 0. Toho vyuzijeme p¥i vypoctu ¢'(zg).

Prvni derivace ¢: Dle téze véty plati nasledujici:

Fy (2o, p(z0))  Fy(1,0) 3

) = — _ —_2_ 1
P = (@) FLO) 3
Dale dle véty 21 plati nésledujici.
1" o _ 3
Fm,y(xvy) - Fy,m(wv y) =8z +1
FY (2,y) = 242*y + 6
iz
Fy,y(xa y) = 6y
Druha derivace ¢: Spoc¢téme ¢”(xg). Zderivovanim rovnosti ¢'(z) = —% dostanemel
Yy bl
dle véty 20:
¢ = (P o) By ple) - File (@) - 5 Fy(apla))
(Fé(x’(p(x)))Z ax T I Yy ) T ) ax Yy 9

Ll o)) 20 Bl (2 p(@) + FL (2,0(2) - (0)

B epl@) 2 B (2, 0(@) + F (2, 9() 0 (2)

Dosadime [z, yo].

Matematika 2, 2022/23



0
- Fr(@o, (w0)) = Fy, (1,0) + Fy, (1,0) - /(1) =6 -9 = -3

ox

0

%sz(wo, ¢(z0)) = F,/, (1,0) + E;/, (1,0) - ¢'(1) = 9
-1

@ (20) = - (~3-3-3-9) =4

Teéna nadrovina: kiivka dana rovnici 2z%y 4+ 23 4+ 3 + 2y = 1 je na okoli bodu [z, yo]
grafem funkce . Dosadime tedy derivaci ¢ do definici te¢né nadroviny.

T() = ¢(z0) + ¢'(20) ( — 20) = 0 — 1 (2 —1).

T(x) je y-ova soufadnice te¢né nadroviny. Proto je te¢na nadrovina ke kiivce dané rovnici
224y + 2% + y3 + xy = 1 v bodé [1,0] déna rovnici y =1 — z

Trochu jiny vypocet derivaci ¢:
Derivace ¢ by se dala téz spocitat takto:
Rovnost F(z,p(z)) = 0 nAm dava rovnici
22t p(z) + 23 + o(2)® + zp(z) — 1 =0.

Jejim zderivovanim podle x dostaneme rovnici

8z p(x) + 2z (x) + 3% + 3p(2)*¢' (2) + ¢(z) + ¢/ (z) = 0.

Upravujme.
/ 4 2 _ 3 2
¢ () (21‘ + 3p(x)* + :B) = —8z°p(x) — 3z° — p(x)
, 8z3p(x) + 322 + o(z)
2 (ZC) = - 4 2
20% + 3p(x)? +
Do posledni rovnice dosadime ¢(zg) = 0,29 = 1 a dostaneme ¢'(zg) = —1.

Zderivujme ziskany vztah pro ¢'(z). Dostaneme:

(
B'(z) = 82° 4+ 6p(x) - ¢/ (x) + 1
~A'(z)B(x) — A(z)B'(x)

S0//(5[«/-) = BQ(m)
A(.CC()) = 3,AI(:L'0) =-846—-1=-3
B(l‘o) = 3, B/<1'0) =9
; ~-3.3-3.9  —4.9
= — = — = 4
" (o) 9 9
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Pi#iklad 1 (c) e + siny + y% = 1, [z0, v0] = [2,0]
Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkci F(x,y) = ® + siny + 3% — 1.
Ovéime predpoklady véty 22.

Fy(x,y) = ye™
Fy(z,y) = ze™ + cosy + 2y
Ziejmé F € CY(R), F(xo,y0) =0 a F! (:co,yo) =3+#0.
Dle véty 22 zadané rovnice urcéuje na okoli bodu [z, yo] implicitné zadanou funkei ¢ a
plati, Ze ¢(x0) = yo.
Prvni derivace ¢: Do zadané rovnice za y dosadime ¢(x), rovnici zderivujeme podle x
a vyjadifme ¢'(x).

") 1 sin (p(2)) + p(2)? —1=0
() + 2/ (2)) €7D + cos (p(x)) - @' () + 20(2) - (z) = 0
¢/ (2) (e™®) + cos (p(x)) + 2p(2) ) = —p(a)e™)

, o(z)e?@)
(r) =—
2e?(®) + cos (p(x)) + 2¢()
( ) = L
)= 5 1 20

Druha derivace o: Predpis pro ¢’ zderivujeme podle z a dostaneme nésledujici.

Afa) i= pla)ers
)

B(x) = 2¢**® 4 cos (io(x)) + 2¢(a)

A (@) = ¢ (@)@ + (@) (pla) + 2 - ¢ (2) 9

B'(x) = %) + & (p(a) + v¢ (2)) ) — sin (p(a)) - /(&) + 24/ (2)
Sy - A@BE) —~ AW@)B (@)

B2(z)
A(xo) = 0, A,($0) =0
B(.CL‘(]) = 3,B,(.Z‘0) =1
90//(950) = 9 =0

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

y=T(z) = p(xo) +¢'(z0) (x — 20) =0
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Piiklad 1 (d) sin(zy) + cos(zy) = 1, [0, yo] = [, 0]
Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkci F(z,y) = sin(zy) + cos(zy) — 1.
Ovérme predpoklady véty 22.

Fy(x,y) = ycos(zy) — ysin(zy)
F,(z,y) = x cos(xy) — xsin(zy)

Z¥ejmé F € CY(R), F(x,y0) =0 a F y(T0,90) =7 #0.

Dle véty 22 zadané rovnice urcéuje na okoli bodu [z, yo] implicitné zadanou funkci ¢ a
plati, ze ¢(x0) = yo.

Prvni derivace ¢: Do zadané rovnice za y dosadime ¢(x), rovnici zderivujeme podle x
a vyjadifme ¢'(x).

sin(zp(z)) + cos(zp(z)) =1 =0
cos(zp(@)) - (p(2) +2¢'(x)) — sin(zp(@)) - (p(2) +2¢'(2)) =0
¢ (z) ( cos (wp(x)) — asin (vp(x))) = ¢(z) (sin (zp()) — cos (zp(z)))
o £12) (i (ap(2) — o5 (25(2))
x cos (zp(x)) — xsin (zp(z))

0
¢ (o) == =0
T

Druha derivace : Predpis pro ¢’ zderivujeme podle z a dostaneme néasledujici.

() (sin (zp(2)) — cos (zp(x)))

¥
B(x) := zcos (zp(x)) — xsin (zp(x))
Al(z) = ¢'(w) (sin (v (@) — cos (zp(x))) + @(z) (¢(x) + 2/ () (cos (wp(x)) — sin(zp(2)))
B'(z) = cos(vp(x)) — sin(zp(x)) + = (p(x) + 2¢'(2)) (= sin(zp(z)) — cos(zp(x)))
iy A@)B(x) — A(z)B'(x)
¢(x) = B2(a)
A(zo) =0, A (z9) =
B(xg) = m, B'(z0) = 1
(p//(xo) — 0

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

y =T(x) = p(z0) + ¢'(0) (x — 20) =0
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Piiklad 1 (e) log(2? + y* + cos(zy)) +y = 0, [0, yo] = [0, 0]
Implicitni funkce: Zavedme funkci F(z,y) = log(z? + y? + cos(xy)) + y. Ovéime
predpoklady véty 22.

2x — ysin(zy)
z2 4+ y? + cos(zy)

2y — x cos(zy)
22 4 y% + cos(zy)

Fl(z,y) =

+1

Fy(z,y) =

Ziejmé F € C1(G), kde je dostateéné malé ot. okoli pocatku,F(zg,y0) =0 a F,(w0,90) =
140.

Dle véty 22 zadané rovnice urcéuje na okoli bodu [z, yo] implicitné zadanou funkci ¢ a

plati, Ze ¢(xo) = yo.
Prvni derivace ¢: Do zadané rovnice za y dosadime ¢(x), rovnici zderivujeme podle x
a vyjadifme ¢'(x).

log (27 + ¢(x)? + cos (zp(x))) + ¢(z

2z + 2p(2)¢' () — sin (zp(z)) (p(z) +f690( )
22 + ()2 + cos (zp(x))

¢ (x) (4 + p(2)? + cos (zp()) + 2¢(x) — wsin(zp(r))) = =22 + sin(zp(x))p(z)

) 20 ¢ sin(aple)ols)

2% + ()% + cos (zp(z)) + 2¢(z) — x sin(zp(z))

¢'(x9) =0

+¢' () =0

Druha derivace o: Predpis pro ¢’ zderivujeme podle z a dostaneme néasledujici.

A(z) := =2z 4 sin(zp(z))p(x)
B(z) := 2* + ¢(x)* + cos (zp(x)) + 2¢(x) — wsin(zp(z))
_ A'(z)B(z) — A(x)B'(x)

90”('1:) - B2( )
Al(x) = =2+ cos (zp(x)) (p(x) + 29’ (z)) p(x) + sin (zp(x)) @' (z)
Al(xg) = =2
A(xo) =
B(xo) =
o) = e =2

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

y =T(z) = p(x0) + ¢ (20) (x — z0) = 0
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Piiklad 1 (j) e + esi2(%) = 2y + 2, [wo, yo] = [0, 0]
Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkci F(z,y) = e @ 4 esin(@y) _9y 9,
Ovérme predpoklady véty 22.

F:::(x’ y) =2z Cos(ggz)eSinxz + ycos(xy)esin(a:y)
Fé(% y) = xcos(xy)eSin(ry) _9
Zrejmeé F € CY(R), F(xo,y0) = 0 a F}(x0,y0) = —2 # 0.

Dle véty 22 zadané rovnice urcéuje na okoli bodu [z, yp] implicitné zadanou funkci ¢ a

plati, Ze p(z0) = yo.
Prvni derivace ¢: Dle véty 22 plati nasledujici.

#) = o

0+0

#(z0) = =55 =0

Druha derivace ¢: Zderivujme predchozi vztah pro ¢'(z) podle véty 20 a 21.

0 Fize@)  5HF(ee@) F (@)= F () ZF, (@)

/!
() = 5~ / 2
Ox  Fy(x,0(x)) (F! (2, 0(z)))
Y (z,y) = esina’ (2 cos(z?) — 4% sin(x?) + 422 cos 1'2)) + eSin(@y) (y cos?(zy) — o> sin(zy))
B .) = Fl, = cos (a9) 00 4 2 (—ysin(ay)e™™ @) 4+ y cos? (ag)e )

F! (w,y) ==z (—:p sin(ay)e @) ¢ g Cosg(xy)esm(w))

aaxFé (z,0(2)) = Fy, (z,0(2)) + Fy, (z,0(x)) - ¢ ()
aaxF; (z,0(x)) = F, , (z,0(2)) + F, (z,0(z)) - ¢ (2)
Fy . (w0, ¢(x0)) = 2

Ey, (xo,0(x0)) = F, (w0, p(w0)) = 1

E,, (x0,¢(z0)) =0

2 B (o,pla0)) = 2

D By (o, pao)) = 1

gD”(ZL'o) - 2 (—(3)2)—2 0-1 —Tél 1

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

y =T(z) = p(x0) + ¢ (20) (x — 20) = 0
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Pi#iklad 2 (a) 22 + 2y + 322 + 2y — 2 = 9, [0, Y0, 20] = [1, =2, 1]
Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkeci F'(z,y, 2) = 2%+ 2y% +32% + 2y —
z — 9. Ovérfme predpoklady véty 22.

Fy(x,y,2) =2z +y
Fy(x,y,2) =4y + =
F;(x7y7z) =6z—-1

Ziejmé F € C1(R), F(x0,%0,20) = 0 a F!(20,%0,20) = 5 # 0.

Dle véty 22 zadand rovnice ur¢uje na okoli bodu [z, Yo, 20] implicitné zadanou funkci ¢ a
plati, ze p(zo,y0) = 20.

Derivace ¢: Do zadané rovnice za z dosadime ¢(z,y), rovnici zderivujeme podle x a
vyjaditme ¢ (z,y). Pak rovnici zderivujeme podle y a vyjadiime ¢y (z,y).

2? +2y* + 3p(z,y)* + 2y — p(2,y) —9 =0
2z + 6p(z,y) @, (z,y) +y — (2, y) =0

—2x -y
6p(z,y) —1
242
C6-1—-1
4y + 60(x,y)py (z,y) + = — ¢y (x,y) =0
_ —dy —=x

8—1 7

! _
SOy(iUo,yo) ~ 75 " 5

ol (z,y) =

ol (w0, yo) 0

oy (x,y)

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

T(z,y) = ¢(z0,y0) + ¥ (20, y0) (x — z0) + ¢y (2, y)(y —yo) =14+ 0+ g(y +2)

Priklad 2 (c) sin(yz) = g’ [z0, Y0, 20] = [1, T 1]

Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkci F'(z,y, z) = sin(yz) — . Ovéime

predpoklady véty 22.
1
Fé(xa Y, Z) - _;
Fi(x,y,2) = 2 cos(y>)

T
Fl(a,y,2) = yeos(yz) +

Ziejmé F € CY(R), F(xo, 0, 20) = 0 a F!(z0,y0,20) = 1 # 0.
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Dle véty 22 zadané rovnice urc¢uje na okoli bodu [z, 3o, 20] implicitné zadanou funkei ¢ a

plati, ze p(zo,y0) = 20.
Derivace : Podle véty 22 plati nasledujici.

F;, (xo, Y0, (0, y0)) -1
/ x b b )
0,90) = — S
#al ) F! (0, y0, (20, Y0)) 1
(P/ (xO;yO) _ _Fé (SCanoa(P(fUO,yO)) _ _9 0
Y F! (0, yo, (0, y0)) 1

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.
T(x,y) = ¢(x0,y0) + ¢, (20, %0) (x — o) + ¢y, (x0,90)(y —yo) =1+ (= 1) + 0=z

Pitklad 2 (d) —e™ + eV + % = "%, 10, yo, 20] = [0,2,0)
Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkci F(x,y, z) = —e™¥+eV* 4% — V%,
Ovéime predpoklady véty 22.

/

Fy(z,y,2) = —ye™ + 2" — yze™?
/

Fy(z,y,2) = —we™ + ze¥* — xze™¥*

Fl(z,y,z) = ye¥* + xe™ — zye™?

Ziejmé F € C1(R), F(x0,%0,20) = 0 a F!(z0,%0,20) = 2 # 0.

Dle véty 22 zadand rovnice ur¢uje na okoli bodu [z, Yo, 20] implicitné zadanou funkci ¢ a
plati, ze p(zo,y0) = 20.

Derivace ¢: Podle véty 22 plati nasledujici.

F! (z0, y0, ¢(x0,%0)) —2
"2 , __T=z LAY ’ =—— =1
(0, Yo) F! (20, Y0, (0, Y0)) 2
o (0. 30) = — Ly F0v0, 9@ 0) 0 _ g
y F! (0, y0, ©(x0,90)) 2

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

T(x,y) = (w0, y0) + €5 (x0,y0) (x — 20) + ¢y (20,%0)(y —y0) =0+ 1(z = 0) +0(y — 2) =z
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Priklad 2 (e)  =log %, [z, Y0, 20] = [0,1,1]
Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkei F(z,y,z) = £ — log § Ovéime
predpoklady véty 22.

1
F;(x,y,z)—;

Yy oz
F =Z2. ="

r y 1 —x—z
Fé(%yaz):—;—;';: 52

Ziejmé F € CY(R), F(z0, 0, 20) = 0 a F!(x0,v0,20) = —1 # 0.

Dle véty 22 zadané rovnice urcuje na okoli bodu [z, 3o, 20] implicitné zadanou funkei ¢ a
plati, Ze ¢(x0,y0) = 20.

Derivace : Podle véty 22 plati nasledujici.

F;, (x0, Y0, (0, y0)) 1
/ x b bl )
To,Y0) = — =—-——=1
#2(0,30) F! (20,90, ¢(z0,Y0)) -1
/
tp;(xo,yo) _ _ng (20,0, ©(x0,Y0)) _ b _q
Fz (3707,"90780(350790)) -1

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

T(z,y) = ¢(z0,90) + ¢ (%0, y0) (x — z0) + ¥} (0, 0)(y — o) = 1+ (z = 0) + (y — 1)
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